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■ The knowledge on irrationality of p-adic zeta values has recently pro- 

gressed. The irrationahty of C2(2), C2(3) and of a few other p-adic séries 
of Dirichlet was obtained by F. Calegari(cf. |Caj ). F. Beukers gave a 
more elementary proof of this result(cf. |Bej). In parallel, T. Rivoal has 
just obtained, in the complex case, some Padé approximants of Lerch 
functions (cf. |Ri2) ). It is this work which, transposed to Cp, enables us 
to obtain results of irrationality and linear independence. 
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Introduction 



^ 1.1 Préliminaires 

, Soit p un nombre premier. On note Vp la valuation p- adique sur Q et \.\p = p la valeur absolue p-adique. On 

I " I pose Qp — p si p ^ 2 et q2 — 4:. Pour x £ Z*, on désigne par u;{x) l'unique racine de l'unité, d'ordre p ~ 1 si p ^ 2, et 
d'ordre 2 si p = 2, telle que \x — ujix)\p < Çp^ . On étend la définition de lu à Q* en posant lu{x) — p^''^^'>uj{p~^'''^^^x), 
\ et on pose < x >= (donc < px >—< x > pour tout x G Q*). 
' On note log^ la fonction définie par 

logp(l + x) = ^(-l)'=+i^ 



fe=i 



k 



pour X G <Cp tel que \x\p < 1. 

On note Ci^^x) la fonction zêta de Hurwitz définie par 



+ 00 



pour (s, a;) G C x R, avec 3fî(s) > 1 et a: > 0. Pour x fixé, cette fonction admet un prolongement en une fonction 
holomorphe sur C\{1}, dont 1 est un pôle d'ordre 1 et de résidu 1. 

La formule d'Euler-MacLaurin conduit aisément au développement asymptotique suivant, pour x +oo : 
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où les sont les nombres de BernouUi, et pour tout fc > 1 le symbole O est uniforme en s pour s borné. Par passage 
à la limite sur s, on en déduit que la valeur en 1 de la fonction holomorphe s i — > C(s,a;) — vérifie : 

C,{s,x)^^—\ = -Inx + ^^^^i^-^ï"^' +0(a;-'=-i). (2) 
La fonction zêta p-adique de Hurwitz peut être exprimée par son développement en série de Laurent : 
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Ce développement est p-adiquement convergent pour > 1 car le nombre 
est entier. On a aussi : 



1 f— IVS 
lim(Cp(s,a:) -) = -logp <x> + L^x-'. (4) 

s— >1 s — i ? 

On pourra se référer au livre de H. Cohen ([ÇÔEj) pour une vision exhaustive de ces différents résultats. 

La connaissance sur l'irrationalité de valeurs des fonctions z êta p-adiques a progressé récemment. L'irrationalité 
de C2(2), (2(3) et de quelques autres séries de Dirichlet p-adiques a été obtenue par F. Calegari(cf. [Caj ). F. Beukers en 
a donné une interprétation plus élémentaire(cf. (Bëj). Parallèlement, T. Rivoal vient d'obtenir, dans le cas complexe, 
certains approximants de Padé de fonctions de Lerch (cf. |Ri2) ) et d'étudier leur propriétés diophantiennes. C'est ce 
travail qui, transposé à Cp, nous permet d'obtenir des résultats d'irrationalité et d'indépendance linéaire, grâce à 
un critère comparable à celui de Nesterenko, mais dans lequel nous utilisons des formes linéaires supposées a priori 
indépendantes. Un point crucial de notre travail sera d'ailleurs de vérifier que cette condition est bien satisfaite dans 
l'application que nous en ferons (N.D.L.R. lemme du déterminant). 

1.2 Résultats 

Soient un entier e > 2, w = ppcm(e,p — 1), Ç une racine primitive e-ème de l'unité et x une racine primitive w-ème 
de l'unité. 

Pour un nombre p-adique x, tel que > p et s un entier strictement positif, on pose 

Tp(s,a;) = y^C~^Cp ] si s > 1 et |x| > (5) 



e-l 



Y.{{-\r-^i)-K2 ( 5, ^ ) si 5 > 1, p = 2 et \x\^ = 2 (6) 



et 



fp(l,x) = limfp(s,x) = lim Vr^Cp(s,^). (7) 
s— »i s^i ^ — ^ e 



Théorème 1 Soit x = ^ un rationnel, tel que \x\p > p, et soit A un entier supérieur ou égal à 2. 

Alors la dimension r de V espace vectoriel engendré sur Q{x) par la famille ^l, (Tp{s,x)^ ^ ^ vérifie 



T > 



'q 



ln6 + ^ ^ + A + (A - l)ln2 

q\b 



Théorème 2 Pour tout entier A supérieur ou égal à 2, il existe une borne Ma explicite tel que si le nombre premier 
p est plus grand que Ma alors 

l'ensemble |Cp ~ Cp (^s, } ■ [ ^ij moins A — 1 nombres irrationnels. 

Le point crucial de la démonstration des résultats est le calcul du déterminant de la partie 5 qui permet d'appliquer 
le critère d'indépendance linéaire suivant. 
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2 Critère d'indépendance linéaire 

On rappelle la formule du produit pour un corps de nombres K. Pour v une place de K, on note Ky et Qv les 
complétés de K et Q pour cette place et ry^ = \Ky : Q^] . 
Si a G K*, alors on a 

= ^ In \a\^ . 

V place de K 

De plus 

E r,, = [K : Q] 

V place de K infinie 

Si a est un élément non nul de 0(K), comme \a\y < 1 pour toute place finie v de K, si p est une place finie, on a : 

ï?pln|a|p+ ^ ?7„ln|a|„>0. 

V infinie 

Soit m un nombre entier positif. Pour L = {(.i, ..Im) & K™, et 61 = {Oi, 9m) G C™, on note (L, 9) = ii6i + ...+ém9m- 
Si V est une place de K, on note \\L\\v = maxi<j<m \ij\v 



Lemme 1 Soit p un nombre premier. Soit K un corps de nombres sur Q. On considère K comme plongé dans <Cp, dans 
lequel on note Kp Qp(K) son adhérence. Soit 9 = {6i, - ■ ■ , 9m) un élément non nul de Kp. On suppose qu'il existe 
m suites (Ln^), où n E et l < i < m, d'éléments de (©(K))™ telles que pour chaque n les Ln\ pour 1 < i < m, 
soient linéairement indépendants sur K, et des nombres réels strictement positifs c et p satisfaisant pour chaque i les 
conditions : 

limsup-ln||LW||^ < c 



pour les places infinies v, et 



n 



lim sup — In 

n n 



{L<iK9) 



<-p- 



Alors la dimension t du K-sous-espace vectoriel de Kp engendré par les 9j pour 1 < j < m vérifie 

P [Kp : Qp] 



r > 



c[K:Q] 



Démonstration 

Effectuons tout d'abord quelques réductions. En renumérotant les variables (^i)ie[i,m]) on peut supposer ^ 0. De 
plus, en remplaçant les variables (^j)je[i,m]) P^-r iw-] , les hypothèses étant encore vérifiées, on peut supposer 

^1 = 1. 

Si T est la dimension du K-espace vectoriel engendré par les 9j, alors il existe m — t éléments (^'■'■*)j£[.r+i,Tn] de 
(C'(K))'", linéairement indépendants sur K, tels que {A^'^\9) = pour tout i G [r + l,m]. 

On peut en faisant des permutations entre les Ln à chaque rang n se ramener au cas, où pour tout n G N, la 
famille • • • , Li^\ A^^+i), ■ • • , ^(™)) est libre. 



Soit Mn la matrice dont les lignes sont formées des vecteurs ,Ln\A^'^'^'^\--- ,A^"^^), i.e., en posant 



-(r) 



,)et AW=(ar\---,a^^) 



(i) 



( l 



a 



(1) 

n,l 
1 



a. 



*ra,2 



Ar+l) 



Comme la matrice est non singulière, on a 
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A„ = det(Af„) ^ 

Comme A„ appartient à C'(K), on en déduit que 

< 77pln|A„|p + ^ 77i,ln|A„|„. 

V infinie 

Le développement du déterminant, nous permet d'obtenir pour les places infinies : 



lim sup < T c. 



(8) 



(9) 



Pour le calcul du déterminant, on peut aussi ajouter à une colonne, une combinaison linéaire des autres colonnes. En 
ajoutant à la première, les colonnes suivantes respectivement multipliées par 0j, on obtient : 







/(l) . 




A„ = 







■ ■ 







4™) : 


(m) 



Le développement du déterminant sous cette forme nous permet d'obtenir : 



En divisant l'inéquation 



ln|An|, ^ 

limsup < —p 

n n 

par n et utilisant @ et lfTÔ|) . on en déduit 

< -prip + Tc ^ 77i, 

infinie 



(10) 



Comme 77^ = [K : Q], le résultat est donc démontré. 

V infinie 

3 Approximants de Padé simultanés de fonctions Zêta de Hurwitz 

Dans cette partie, comme dans la suite, ^ est une racine primitive e-ème de l'unité avec e entier, e > 2. 
On définit, pour x un nombre complexe différent d'un entier négatif, s un entier strictement positif et z un nombre 
complexe tel que \z\ < 1 et z ^ 1, cj) \a fonction de Lerch : 



,{x,z) = 



+00 ^fc 



fe=0 



On remarque pour 3fî(x) > et pour m > entier, l'expression 



+00 



{k + xY 



E 



àt 



qui montre la convergence de la série Ylik=o (k+x)^ pour [zj < 1 et z ^ 1, et permet de prolonger la fonction (f>m(x, z) 
en une fonction holomorphe en z sur C \ [1, +oo[. Par translation entière, il en est finalement ainsi pour tout nombre 
complexe x tel que —x N. 

On suppose que A est un entier supérieur ou égal à 2, considéré comme fixé. Le nombre n est un entier positif 
vérifiant An > n + 3. 



4 



On rappelle que le symbole de Pochamer est noté 



{t)m= n 

0<j<m 



pour < S C et TO G Z. 

Posons pour q G [0, A] et un nombre x tel que x 



(k) 



n+l 



et 



{k + x)^{x + k + n)i 

OC 

Si^\x,z)=J2Ri'\k)z-'. 



k=0 

La fraction rationnelle Rn^ [k) est de degré n+l — An — q par rapport à k donc de degré inférieur ou égal à —2, vu 
les hypothèses. La fonction Sn\x,z) est donc définie pour tout complexe z de module supérieur ou égal à 1. La série 
converge normalement sur l'ensemble des complexes x de partie réelle plus grande que 1 et des complexes z 
de module plus grand que 1. 

Proposition 1 // existe A + 1 polynômes {Ps'^\x, 2))s£[o,a] à coefficients rationnels de degré en x au plus n + l, de 

degré en z au plus n, et le degré en z de Ps'^\x,z) est même au plus n—1 si s > q, tels que pour tout z avec \z\ > 1 
et z 1 et tout X ^ —N, on ait : 



Sl?'^ {x, z) = P(«) {x, z)+Y, z)<t>s X, - 



De plus, on a, quand 5î(a;) — > +oo 



Démonstration 



La décomposition en éléments simples de Rn \k) nous donne 

A n 



Z'^Ux) 



frif=',{k + x + jy 



ou 



f TÂ^.iàf^'' Rl?\k){x + k + j) 



1 / d ^'2-« 



(g-s)! 



iày~" R^\k){x + k + ny 



\k=-i-x 



\k=—n—x 



si j e [0,n - 1] et s G [1,A] 

si j = n et s G [1, q\ 

si j = n et s G + 1, -A\ 



Remarquons tout de suite que, pour ç > 0, 



(11) 



r4«)(a;)= fiî(f)(fc)(x + fc + n)« 



^ ,A-i{-n-x)r,+i 



k=—n—x 

Par le changement de variable l = —k — x, on obtient 



{A-sy. \di) 



MO! 



d ^9-" 



{q-s)\ \dl/ 



R)!:'{-1 - x){j - ly si j G [0, n - 1] et s G [1, A] 

-I \l=i 

Ri^\-l - x){j - l)^] si i = n et s G [1, g] 

J \l=n 

si j = n et S G [g + 1, A] 



(12) 
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On en déduit 



i-iy 



(As) 



(q-s)'. \dl) 



,A~l (-l-x)„+l 



\l=3 



si j G [0,n - 1] et s G [1, A] 

si j = n et s G [1, g] 

si j = n et s G + 1, A] 



(13) 



Les fonctions A'^l{x) sont donc des polynômes en x de degré au plus n + l. 



Il en résulte que 



oo A n 



fc=0 s=l j=0 



+00 (</)!■ 



s=lj=Ok=0 
A n 



{k + x + jY 



EE-2(-)-^E 



-k~j 



s=lj=0 
A n 



k=0 



{k + x + jy 



s=lj=0 
A 



(f>s X 



-k 

z 



z I — ' (k + xY 

k=0 ^ ' 
A n 



E^^ ( T/ûi-)^' - 

s=l ^ ^ j=0 s=lj=0 k=0 



^1 ^-k 



{k + x)'^ 



On a donc 



si'\x,z)^P^''\x,z) + Y^P,^'^\. 



X,Z}(ps X, 



OÙ l'on a posé 



j-i ^-k 



s=lj=0 



k=0 



(k + xy ' 



et, pour tout s G [1, A] 



Pi'^\x,z)^Y.''^ll{x)z^ 

3=0 



(14) 



Les égalités lfT3|) montrent immédiatement que pour s > 1, Pi^^(a;,z) est un polynôme à coefficients rationnels de 
degré en x au plus n + 1 et de degré en z au plus n. On voit directement que le degré en z de Pi''' est au plus n — \, 
si s > g. 

Pour Pg'^(x, z), on voit directement que c'est un polynôme en z de degré au plus n. De plus, on remarque que 



i 1 ^j-fc (-1)^-1 / d 



E 



{k + xY (s - 1)! Vd^ 



3 ^k 



E 

.A:=l 



(? - A: + a;) 



\l=3 



Il en résulte que pour j G [1, n — 1] 



6 



i-1 



fe=0 



{k + xY 



E 



(-1)^ 



^(s-l)! \àl 

A 



s-1 



E 

.fc=i 



l — k + X 



(-1) 



A-s 



_ (-i)^-^ >r-M- 1 

- (^-l)!Z^U_l 
s=l ^ 



£73 



{A-s)\ \àl 



A-s 



Ri'\-i-x){j-iy 



\l=3 



.fe=l 



l — k + X 



\i=j 



Ri'H-i-x){j-iy 



(-1) 



A-l 



iîi>'^^H-^)(j-O^Eri 



fe=i 



l — k + X 



(15) 



On a 



(16) 



Comme les pôles simples en x de — ^— j- — sont des zéros de (— / — x)n+i, ~ — O'^X^^ — ^"^p — un 

fc=i fc=i 
polynôme en x de degré au plus n. On justifie de manière similaire le cas j = n et il en résulte que Pq'^\x, z) est un 
polynôme de degré au plus n par rapport à x. La première partie de la proposition est donc démontrée. 

Pour le dernier point, on a la majoration pour ^{x) > : 



+ 00 



{k)n+l\x 



An—n—S-\-q 



|fc + a;|^"+9 



+ 00 



{k)n+l\x 



An—n—3+q 



+ 00 



k=0 



\x + k\^"-"--^+i\k + x\ 



n+3 — / y 



(k) 



n+1 



\k + x\ 



n+3 



La convergence normale de la dernière série sur l'ensemble des complexes x tels que 3î(a;) > 1 permet de passer à 
la limite sous le signe somme et on conclut que 



lim 

SR(x)^+oo 



An—n—3+q 



sL'Hx,z) 



0. 



La proposition est donc démontrée. 
Corollaire 1 On a 



et, lorsque ^{x) — > +oo, 



Lemme 2 On a : 



si'\x,^)=o{x- 



-An+n+3\ 



<f>s{x,l) =C{S,X) 

j=0 ^ 



La preuve est évidente. 
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4 Propriétés arithmétiques des polynômes Ps'^\x,z) 

On pose dn = ppcm(l, ■ • • , n). On sait par le théorème des nombres premiers que 

In dn ~ n. 

On pose pour tout entier b non nul et pour entier positif n 

q\b 

(où q désigne un nombre premier). 

Lemme 3 Si x est un nombre rationnel | (b > 0) et k un entier appartenant à l'intervalle [0,n], alors les nombres 
^ ^^-Hn{b) et [ '^""'""^ iJ,n{b)dn sont des entiers et on a 



n!(x + k) 



lim iln(/x„(6))=ln6 + 
n^+oo n ^-^ (7—1 

q\h ^ 



(17) 



Démonstration 

On a 



i=0 



n! 



q\b 



Montrons que la valuation ç-adique de ce nombre rationnel est positive ou nulle pour tout nombre premier q. 

on en déduit que la valuation ç-adique est 



- Si ç divise 6, alors la valuation ç-adique de n! étant au plus 
positive ou nulle. 



Si q ne divise pas 6, alors la valuation g-adique de JJ(&î + a) est égale à celle de JJ(ï ■^)- Dans l'intervalle 
[0,n— 1], pour un entier positif j, il y a au moins j^^J entiers congrus à — | modulo q^ïq. La valuation g-adique 



n-l 



de JJ "1" t) donc au moins 



i=0 



qui est exactement la valuation ç-adique de n\. La valuation ç-adique 



est donc positive ou nulle. 



Le nombre ^ Unib) est donc bien un entier. 
ni 



On a 



{x) 



n+l 



n\{x + k) 



l^n{b)d„ 



n (^^+«) 



n! 



Pour cela, montrons que pour tout nombre premier q, la valuation ç-adique de ce nombre rationnel est positive ou 
nulle. 

Si q divise b, ceci est évident puisque Vq{nl) < 



On suppose donc que q ne divise pas b. Pour tout entier j compris entre 1 et J 
nombre d'entiers i vérifiant Q<i<n,i^keti = mod q> . Le nombre 



In q 



on désigne par Vj le 
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Y = W (bi + a) 

est de valuation g-adique 

J-l ,7 

Vq{Y) > j{Vj ~ Vj+l) + JVJ=Y Vj. 

Pour chaque j compris entre 1 et J, et pour chaque entier tel que < K < ^ — 1, il y a un entier i appartenant 
à l'intervalle [Kq^,{K + l)q^[ tel que z = — ^ mod . Le nombre de ces intervalles disjoints est , par suite 



~ — 1. On a donc 



Or Vq{n\) = st Vq{dn) = J, on en déduit 



Vq{Y) - Vq{nl) + Vq{dn) > 0. 

On conclut que le nombre :^rr^^ tJ-n{b)d„ est de valuation g-adique positive ou nulle. Le nombre ^f}^^^) fJ-n (b) dn est 



donc bien un entier. 



Pour la Hmite (fïTl) . le calcul est direct. 

Proposition 2 Pour tout nombre premier p, et tout s G [1,^], on a 

pi^id^'p^^^x^o^^pim 

et 

pl^\dt'P^'\x,Oez,[m- 

De plus, pour un nombre rationnel f, avec (a, b) — 1, pour tout s € [1, on a 
et 



dûnn{b)p^''\^,o^m- 

Démonstration 

Démontrons d'abord le premier et le troisième point. Supposons j G [0,n — 1] (le cas j — n se traite de manière 
similaire, en se limitant à s < q) 
D'après ^ 



{A-sy. \di 



{-I)û{n-IY 



\l=3 



Écrivons 



{-^ - x)n+l 1- i\A _ T7 n\ n n\A-\ 



{3-ir=F{l)G{ir-'H{ll 



oùFil)=^-j^-^{j^l), G{1) 



(~On+l ' (~On+l 

Décomposons maintenant F{1) et G{1) en éléments simples 



{j-l) et H{l) = {-l + n)^-'i{n-l~x). 



9 



^ — ' m — l ^-^ , m — l 



où 



0<m<n 0<m<n 



n e^-™) 



0<h<n 



et 



n 



0<h<n 



Il est immédiat que gm est un entier. D'autre part G Z[x], donc pLp-iJ/^ g Zp[a;]. De plus le lemme [3] 

implique que pour x = j, iin{b)fm est un entier. On note D\ = jj (^) , on a alors pour tout entier A > : 

et 

{DxG{i))\i^, ^~ y 



(m — j)^ 

m^j Q<m<n ^ ■' ' 



On a donc montré que, pour tout A entier positif, 



àl{DxG(l)\^^^7L et pLi^rJ (i?AF(0)|,=, e ZpN. (18) 

De plus, pour a; = |, d^fin{b) (-DA-F(0)|;=j est entier. Enfin les dérivées D\{H{l))\i^j sont des polynômes de 1\x\ de 
degré au plus 1, et pour x — ^, b D\{H{l))^^j est entier. 
Grâce à la formule de Leibniz, on a 



Da- 



\i=] 



(où la somme est sur les multi-indices v G N'*+^ tels que ^0 + ■ ■ ■ + va — A~ s), on déduit alors que pLp-i J d;^ " r^^]^ ( 



appartient à Zp[a;] et que bd^^ ^IJ-nib) r^l{x) est un élément de Z. Le premier et le troisième point sont alors démontrés. 
Pour le deuxième et le quatrième point, en utilisant les équations l|15p et l|16p . il suffit de montrer que 



et, pour X — j- 



b ' 



[A-iy. \di 



l- k + x 



\l=3 



G 



d^fj.n{b) ( d 



{A-iy \dl 



A-l 



l-k^ 



G Z. 



\l=3 



Écrivons 
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n\^- \^ ,u/^"nV j'-^)^r-n- - Fil)Gil)^-'Hil) (19) 
{—l):^[n — 1)1 l - k + X 

avec 

nO-^^f^(j-Or4^' G{l)^-^{j~ll et H{l) = {-l + n)^-'^ 

{-l)n+l l-k + X (-On+1 

Grâce au résultat iflSj) sur G et comme D\{H{l))\i^j est un entier, il sufBt de montrer que p\-~^ d^D\{F{l))\i^j 
appartient à Zp[a;] et que pour x—^, d^'^^ fj,n{b)Dx{F{l))\i^j est entier; or 



F(/) = -l+ J2 



{j - 'm)fr, 



m — l 

0<m<n 



J ^ (-rrt - x)n+i ^ (-1)™ ^ '^''"^^ ^ " 

[m — k + x) JJ^ (h — m) 

0</i<n 



7i!(m — fc + a;) \to 



On voit donc que p /m est dans ^p[x\, et que, d'après le lemme[3l pour x = dn^in{b)fm est entier. La formule 



(m — i)"^ 

permet alors de conclure comme ci-dessus, et les deuxième et quatrième points sont établis. 

Corollaire 2 Si x est un nombre rationnel |, alors b d^ fin{b) Sn\x , ^) est une combinaison linéaire à coefficients 
dans Z[^] de ('/'^(a;, et de 1. 

Démonstration On utilise le corollaire [î] et la proposition [21 

5 Propriétés asymptotiques des polynômes Ps'^\x,z) 

Proposition ^ Si x est un nombre complexe fixé, alors 

limsup|Pi«)(a;,OI" < 2^^"^ 

Il — )- + 00 

Démonstration Puisque 

n 

il nous sufRt de majorer r^'](a;). Or on a 

^ T^f Rl;'\z){z + j+xr-'dz (20) 

On en déduit que 



o ■ / - / N -{z+j + Xy-'dz (21) 

2^z7|,+,+,|=i {z + x)^{x + z + n)i' 



\r'f {x)\ < 2-^ sup n!-^-^- ^^^^ \ . (22) 

~ |.+.+x|=iV \iz + x)^{x + z + n)i\J ^ ^ 
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Soit m un entier positif tel que + ^ < m, on a, pour z tel que \z ■ 

n 

< n Q+i^i+ifc-ji) 

n 



2 ' 



|(z)„+i| < r7i(m + + j)(TO + 1)...(to + 71 - j) < (to + j)!(TO + n - j)!. 

Maintenant minorons 



(23) 



J]^ |z + fc + a;| 

fc=0 
n-l 

]J |z + j + X - j + fc| 



fc=0 
n-l 

^ n 

fc=0 



-2 + |fc-j| 



En minorant par 1 |fc — j| — è 1 — 1^ ^ j| ^ 1 si 1^ — j| > 1, et par 1 |fc — j| — 5 1 > \ sinon, on obtient, dans tous les cas 



En utilisant ([231) et (p4l) . on en déduit que 



N2m 



|(z + a:)„| 



fc=i 



Enfin 



(z + n + a;)'! = |(z + x + j - j + > 
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On déduit en utilisant et (l25|) dans que 



„(9)f 



(a;) < 2-'^+«+3^(n + m)2"n3^ 



Comme (") < 2", il en résulte que 



On conclut donc 



|Pi«'(a;,01 < 2-^+«+3^(n + m)2™+^'4+i2"(^-i). 
P^^\xX) ^ <2 



lim sup 

n— ^+00 



A-1 



Corollaire 3 Pour tout s G [0,v4], 



lim sup — In 



6/i„(6)d;^Pi«) (x, < In 6 + ^ + A + - 1) In 2 



q\b 



(24) 



(25) 



(26) 
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6 Indépendance linéaire des formes linéaires 

On considère la matrice 



et on note 



Proposition 4 On a 



s e [0, A] 



r2„(x, z) = det Mn ■ 



OM 7 e Q*. 

La preuve de cette proposition résultera des lemmes suivants 
Lemme 4 Le polynôme ri„(a;,z) est divisible par . 
Démonstration En dérivant l|13p . on a 



(A-l)\ \dl) 



(ç-l)! \dll 



fc=0 

n _ 

fe=0 J \l=n 





si j e [0, n - 1] 

si j = n et ç > 
si j = n et 9 = 



En utilisant la formule de Leibniz, on obtient, pour j e [0,n — 1], 



(27) 



(28) 



(-1)^ ^ 



(A-l)!; 



A-l 



A-l- 



-1 i-l-x) 



n+1 



H)^{n-l)i 



ij~ ly 



\l=3 



dl 



E 

.A:=0 



k ~ l — X 



-I \l=3 



De même, pour j = n, on a 



ii=0 fe=0 ^ ' 



si g = 0. 



On en déduit que 
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d 

da; 



A-l 



- E (fc_/_,)^ E(-ir'^Mli(^)(fc-^--^) 



k=0 



E 



u=0 
A-l 



{k-j- x)^ 



Les quantités que l'on dérive étant des polynômes, les dérivées sont aussi des polynômes. On en déduit que, pour tout 

A-l 



j e [0,7i], pour tout k G [0,7i], le polynôme (— 1 



iA-uJq) 



J.A-u 



{x){k — j — x)" est divisible par {k — j — x)"^. Cela 



ti=0 

\A-uJq) 



implique que pour tout v G [0, A — 1], '^^{—^)^ "^jA-ui^)i^ ~ 3 ~ est divisible par {k — j — x)""*"^ et donc que 



ti=0 



(k-j~ x)" ^ 
est un polynôme qui s'annule en x — k ~ j. 

Il en résulte en prenant k = j que pour tout j G [0, n] et t; G [0, ^ — 1] 



" 1 

rrV-u' j:A-u\-^ 



u=0 

est un polynôme qui s'annule en x = 0. 

Par linéarité, on obtient que, pour tout w G [0, ^ — 1] 

u=0 u=0 

est un polynôme en x s'annulant en a; = 0. 

Or, par multilinéarité sur les colonnes du déterminant (|27|) . on obtient : 



A-l 



A-2 



ii=Q 



u=0 



Pf{x,z) 



M = 11=0 



(29) 



Chaque colonne (excepté la première) est un polynôme en x admettant a; = comme zéro, on obtient donc que a; = 
est zéro d'ordre au moins A de ri„(x, z). On conclut que x^ divise f2„(x, z). 



Lemme 5 Le polynôme ri„(a;, z) est de degré An — 1 en z. 

Démonstration En ajoutant à la première colonne du déterminant l(27| les colonnes suivantes multipliées par 
(ps (2^1 1)) on obtient : 



(*^; ^) 



S^°\x,z) P^°\x,z) ■■■ Pf{x,z) 
Si^\x,z) Pi^\x,z) ■■■ Pi''\x,z) 



(30) 



Les éléments de la première colonne sont exactement de degré —1 en z, car le premier terme de la série Syi^ix^z^ 
étant nul, on peut faire la somme à partir de fc = 1, et on obtient ainsi une série formelle en de degré —1. Les 
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autres colonnes sont de degré au plus n en 2:, grâce à la proposition [ÎJ On en déduit que le déterminant est de degré 
au plus An — 1 en z. La proposition [T] nous montre que les éléments surdiagonaux sont de degré inférieur ou égal 
à rj — 1 en z. On en déduit que dans le développement du déterminant, tous les termes, autres que le produit des 
éléments diagonaux, sont de degré en z strictement inférieur à An — 1. Mais les équations (fT2|) et lfT4|) impliquent 
que Pq'^\x,z) est exactement de degré n en z. Le produit des éléments diagonaux donne donc un élément de degré 
exactement An — 1. Le degré en z de z) est donc exactement An — 1. 

Lemme 6 Le polynôme flnix, z) est de degré au plus A en x. 

Démonstration Développons l'expression (|3n|) du déterminant flnix, z) par rapport à la première colonne, on obtient 

A 

n^{x,z) - ^(-l)«5('')(a;,z)A,,o(x,z) 
9=0 

où les Aq,o{x, z) sont les déterminants extraits. 
On a 



x-^ Si^Hx, z)Aq,oix, z) = ^a:-^A,^o(a;, z)Ri^'^ {k)z- 



(31) 



k=0 



Cela implique, pour 3fî(x) > 



x-^A,,o(:r,z)iîi«)(fc) 



X l\qfi{x, z) n\ 



A-1 



(k) 



n+1 



{x + k):^(x + k + n)i 



{k)n+l Agfi{x,z) 



{x + n)i a;^("+i) 



(32) 



La proposition [T] permet de majorer le degré en x de Aq^o{x, z) par A{n+1). Cela implique que pour z fixé quelconque, 
avec \z\ > 1, ^A°i+'i)' est bornée pour ^{x) > 1. On a donc pour 3fJ(x) > 1 



X-^Aq,0{x,z)R^^^\k)z-'' < --q{k)„ + l IZ-" 



K 



(33) 



où K — K(z) est une constante indépendante x. 

Le terme de droite de l'inégalité précédente étant le terme général d'une série convergente pour \z\ > 1, on en déduit 
que les termes de l'équation (|3T|) tendent vers quand 5î(a;) tend vers +00 si g > et restent bornés pour q — 0. On 
en conclut que le degré en x de fln{x,z) est au plus A. 



Corollaire 4 Le polynôme 17„(a;, z) est de la forme 



x^Q(z), 



où Q{z) un polynôme de degré An — 1. 
Démonstration Cela résulte des lemme IH [5] et El 
Lemme 7 Le polynôme fln{x,z) est divisible par z^^^ . 

Démonstration 

Du corollaire m on déduit 



Q{z) — X r2„(a;,z)=: lim x r2„(a;,z), 

SR(£C)— > + CXD 



d'où 



Q(z) = V(-l)' lim x-^S\'î\x,z)Aq,^{x,z). 

5)î(£c)^+oo 
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Le résultat ([331) nous permet de conclure que pour \z\ > 1, on a 



On a de plus 



Qiz)= lim x''^S!;°\x,z)Ao,Qix,z). 



+PO fi\ An +°° 

lim ^■4"5W(a:,z)= lim ^l^-i y Wn+ix ^ ^,^„i y 



Or pour |Z| < 1, on a 

+ CX3 

y = y = Z " ^ " = Z " ' = (n + 1)! 

/-^^ ''"+^ dZ"+i dZ"+i 1- Z dZ"+i 1 - Z ^ ^ 

/c=0 ■ " 

Donc pour |2:| > 1 



±5° d"+i ^ ^ d"+i „ d"+i 1 

= f Tl -I- 1 W ■ 

^_ - _ ^_ - _ (l-Z)«+2 

/c=0 k=0 ^ ' 



Le fait que Ao,o soit un polynôme en x et z de degré au plus A(n + 1) en a; permet d'obtenir que 

lim a;-^("+i)Aoo(a;,z) (35) 



est un polynôme M(z). 

n! 

(^-1)" + 

Lemme 8 Le •polynôme ri„(a;,z) esi divisible par (z — 



On a donc Q{z) = M{z) "'' — et il en résulte que z""*"^ divise Q{z). 



Démonstration Pour z E C\] — cxo, 0], on pose z * — e où logz est la détermination du logarithme de z de 

partie imaginaire comprise entre —tt et tt. Considérons l'intégrale 



^"■^ J\t+x\=n+l 



l\t+x\=n+l 

qui définit une fonction holomorphe pour z e C\] — oo, 0]. 

La nullité en 1 
Par dérivation sous le signe somme, on obtient 

On remarque que 



\t+x\=n+l 



degt R\^^ (t) {t)k = n+l + k-An-q. 

Or l'intégrale d'une fonction rationnelle de degré inférieur ou égal à —2 est nulle sur un contour fermé contenant 
l'ensemble de ses pôles. Cela implique que, si 

k < {A ~ l)n + q - 3, 



on a 



àz^ 



(1) = 0. (36) 



Lien avec Sl„(a;, z) 
La formule des résidus nous donne 
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On a 



0=0 



kl 



fc=0 



En utilisant les mêmes notations que pour la proposition [TJ on obtient 



On en déduit 



n A 



j=Os=l 

A 



{s -1)1 



(37) 
(38) 



Dans l(3Ô|) . en ajoutant à la deuxième colonne les suivantes multipliées respectivement par ^ (s-iy.^'' ' obtient 



flnix, z) 



Si°\x,z) e~-'°s^ji°\z) P!f\x,z) ■■■ P^^\x,z) 
sL'\x,z) e--'°^^jk^\z) P^'^\x,z) ••• P['^\x,z) 



Grâce à l(36|) . les fonctions Jn\z) ont un zéro en z = 1 d'ordre au moins {A — l)n — 2, cela nous permet de conclure 
que (z - l)(^-i)"-2 jjivisg Çi^[x,z). 

Démonstration de la proposition [4l 

Les lemmes [7] et [H et le corollaire [4] permettent de conclure. 

7 Passage du cas complexe au cas p-adique et démonstration du théorème 

Pour s complexe tel que 5R(s) > 1, et a; réel positif, on pose 



ns,x)^^Y.^-\{s,^-±i). 



1=0 

Comme la fonction s i — > Ç{s, ^^) peut être prolongée en une fonction holomorphe sur C \ {1} admettant le point 1 
pôle simple d'ordre 1 et de résidu 1, la fonction s i — > T(s,x) peut être considérée comme une fonction holomorphe 
sur C. 

Pour un nombre p-adique x, tel que \x\p > p et s un entier strictement positif, on pose 



Tpis, x) = ^ 



e-l fx+l\i-^ 

^ ,^-^r'Cp{s, si s > 1 



et 



T 



j=0 



p(l,x) =ilim^r^Cp(i,^). 



(39) 



(40) 



On remarque que 
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Tpis,x) = ^u(^^y ^fp{s,x). (41) 



Proposition 5 Soit x — j un rationnel, tel que \x\p > p, et soit A un entier supérieur ou égal à 2. 
Alors la dimension t de l' espace vectoriel engendré sur Q{S,) par la famille |l, {Tp{s, x))^^^^ | vérifie 



T > 



'q 



ln6 + ^— + A + (A - l)ln2 

q\b 



Lemme 9 Soient s réel, s > 1, et x réel, x > 0. On a pour tout entier k > 



tt 

T(l, x) = -i E r' ln(l + -) + E e-'-^ E ^"'(^ + O"-'' + 0.,^^^[x-^). 

e ^ — ' X ^ — ' 7 -"^ — ' 

1=0 j = i 1=0 

Démonstration Le cas s > 1 est une application directe de l'équation ([T]). Le cas s = 1 résulte de l'équation ^ car 
on peut écrire 

x + L 1 



n^^-)-^Y.r' (c( 



(=0 ^ 

Lemme 10 Soient p un nombre premier, s un entier plus grand que 1 et x un élément de Qp, tel que \x\p > p. On a 

e — 1 oo / \ j-j e— 1 

Tpis, X) ^ E r'(- + 0^-^ - E ,l\y'T^ + ly-^-^ m 

^ ' 1=0 j=l V / •> 1=0 

et 

e-l . +00 , ^J e-1 

Tp{i,x) = -i^r'iog,(i + ^) + E^^"'^^Er'(^ + o-^- (43) 

Démonstration Le cas s > 1 est une conséquence directe de l'équation ([3]). Pour le cas s = 1, en utilisant l'équation 
([4]), on obtient : 

Jïïër'u.^) ^ gr'(-in(i±i)+£tip(i±i) I (44, 

1=0 1=0 \ ^ ' j=i 

On doit distinguer deux cas 

- Si \x\p > qp, alors pour l compris entre 1 et e — 1, on a 

' X + l 



fx\ 

V e/ \ e 



On conclut que 



e-l ; , ,\ e-l / x+l 



1=0 ^ ' 1=0 

e-l 



Er'iogJi + i +Er'io: 



1=0 ^ ' 1=0 

Er'iog,fi + ^ 



(!) 



1=1 
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Si p = 2 et \x\2 = 2, on a alors 

(-iy-'(f)- 

On conclut de même que 



i=0 ^ ' /=0 

e-1 / , X e-1 



= Êr'.o.(..i).|r'>o.,(-^]-|:r'.oM(-iy) 

Proposition 6 Soit x = ^ (a et h ■premier entre eux) un rationnel, tel que \x\p > p, si on note 



s=l 



OH a 



limsup-ln|i7^«)(x)|p < -Aln\x\p. 



On va démontrer cette proposition en plusieurs étapes. 
On pose 



C/(«) (x) = ^pI,'^ (x, Ç) + En^'^ x) j . 



Lemme 11 On a, pour x un nombre p-adique, tel que \x\p > p 



Û^'>\x)=^u2x 



k 
fe=0 



OÙ {u^) est une suite de nombres rationnels indépendant de x, vérifiant 

ul = 

pour tout k < A{n — 1) — 3. 

Démonstration On a dans le corps des séries de Laurent Q((l/a;)) 

+ 00 y .s +00 

(.+1)- =.-E 

et 



1 C-Tl^ 



m=l 

On peut donc considérer les séries formelles de Laurent dans ]K((l/x)) (où K = Q(0) 

1 00 y N P e-1 

e(., X) = ' E r'(. + 0^-^ - E 1) f ^ + 

^ (=0 j=l / ;=o 
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pour s entier, s > 1, et 

9(1, X) = 4 5: r' iog,(i + ^) + E e-^^^ E r'(- + ■ 

i = l j=l 1=0 

On peut calculer le terme général de ces séries en écrivant, pour s > 1, 

-, +00 y \ e— 1 oo / \ j-, e— 1 +00 



m=l ^ ' i=0 j = l ■) /=o rn=0 



donc 



^rn^l-s-j-m 



+00 



k=0 

avec Ofc^s = pour < fc < s et, pour k > s : 



De même 

9(1, rc) = J2^kAx'' 
fc=i 

avec 

i=i i=i ^ •'^ ;=o 

En utilisant les lemmes [9l et [TU} on voit que pour a; G Qp avec \x\ > p, la série Q{s,x) converge, et a pour somme 
Tp{s,x), alors que pour x réel positif, on a pour tout entier > 1 le développement limité 

K-l 



T{s,x) = E ak,sx-'' + 0{x-''). 



Comme les polynômes Ps{x,z) sont de degré au plus n + 1 en x, cela implique que si on considère la série formelle 
dans K{{l/x)) 

A +00 

Ki^)(x) = d^(p('')(x,o + E^i'H^'^)Q('^'^))= E 

s— 1 k=—n 

on a pour x réel positif 

dûsi^Hx,o)= E <^"' + o(x-^) 

alors qu'au sens p-adique, pour x rationnel tel que \x\ > Çp, 



C/(')(x)= E < 



fc=-r 



le corollaire [T] nous donne que 

Ûi^Kx) - o^(,)^+^(a:-^-+"+3-''). (47) 
L'unicité du développement limité montre donc que it^ = OsiA;<^(n — 1) — 3. 
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Lemme 12 Les termes vérifient 



k + n + 1 l^I+i 



Démonstration On rappelle que la valuation p-adique d'une nombre de Bernoulli est supérieure ou égale à —1, par 
le théorème de Clausen-von Staudt (cf. [Côh] pour une démonstration) et que pour tout entier n strictement positif et 
tout entier positif z, (^■") = (— est un entier. Les expressions (|45|) et flG]) nous donnent donc directement, 
pour s entier, s > 1, 

k 

|afe,sL < ttP- 



La proposition [T] et la proposition [2] assurent que les polynômes d^Ps'^\x, z) sont de degré en x au plus n + 1 et ont 

des coefficients majorés par p en valeur absolue p-adique. 
On en déduit, en utilisant la série formelle 



+ 00 



que 



s=l 



fc + n+1 l^l+i 



k——7i 



Lemme 13 On a 



lim sup — In 



<^,-{A-l)\n\x\^ 

p p — L 



Démonstration En utilisant le lemme [TTl on a 
En utilisant le lemme [121 on en déduit que 
On en déduit que 



< sup KLIx 

p fc>(A-l)n-3 



p I ip 



< sup — pLp-iJ \x\ 

p k>{A~l)n~3 |Ê|p 



C/,l«)(x) <M sup ik + n + l)p^+^\x\~'' 

p k>{A~l)n-3 

avec M une constante indépendante de n. La décroissance du terme de droite nous permet alors de conclure pour n 
suffisamment grand 

i7^«)(a;) < M {An - 2) p^+^ [xP . 



Démonstration de la proposition [6] 

Comme a: = | et \x\p > qp, on a \b\p = \x\~^ . Il en résulte 



On en déduit 



lim 1 In \finib)\p = - In \x\^ - ^ 



(48) 



En utilisant le lemme [13] et l'égalité l(48|) . on conclut 



21 



lim sup — In 



< (^-{A-l)ln\xl 



In \x\. 



Inp 



-A\n \x\ 



Démonstration du proposition [5] 

La proposition [2] prouve que les coefficients des combinaisons linéaires U^\x) sont des éléments de 0(K). La 
proposition |4] donne l'indépendance des formes linéaires. Le corollaire [3] donne une majoration de la valeur absolue 
aux places infinies des coefficients, ce qui permet de prendre 

In g 



ln6 + y ^ + A+(A-l)\n2 

^ a - 1 



q\b 

La proposition [6] nous donne une majoration de la valeur absolue p-adique des formes linéaires. On prend 



P = ^ln|x|p 

On peut donc appliquer le critère d'indépendance linéaire et la proposition est démontrée. 



Démonstration du théorème 1 

Le théorème 1 repose sur la proposition [5] et le fait que [Q(x) : Q(C)] ^ "^fey- 



Démonstration du théorème 2 

Appliquons la proposition [5] à x = ^ et e = 2. On remarque alors que pour p > 2, on a 




1 

2^' 



Cela implique 




On a de plus 



Ain 



lim 



^A. 



p^+oo i-ap + hJL + A + {A - l)\n2 
On en déduit que pour p suffisamment grand, l'espace vectoriel engendré par 



(49) 



[lATpls,- 

V V V PJJse[i,A], 

est de dimension au moins A. L'équation (|49|) permet de calculer explicitement la borne. Le théorème 2 est donc 
démontré. 



Je te tiens à remercier particulièrement Tanguy Rivoal pour m'avoir fourni son article sur les approximants de 
Padé de la fonction de Lerch jRi2j et Henri Cohen pour l'aide que m'a apporté son enseignement sur les fonctions 
p-adiques. 
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